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3. Fruhe Stadien in der Entwicklung
des Zahlbegriffs beim Kind

Lesen Sie zuerst die Studieneinheit El ,,Mengen und ihre Darstellung™ sowie in der
Studieneinheit E3 das Kapitel | zur Gleichmachtigkeit von Mengen, das Kapitel 2
zur Elementzahl von Mengen und zur Zahlwortreihe und das Kapitel 3 zur Kleiner-
beziehung bei endlichen Kardinalzahlen.

3.1 Verschiedene Aspekte der Verwendung der
natdrlichen Zahlen

Die Entwicklung des Zahlbegriffs vollzieht sich in den ersten Lebensjahren des
Kindes erstaunlich langsam, wenn man zum Vergleich in Betracht zieht, mit
welchem rasanten Tempo sich Kleinkinder sprachliche Fertigkeiten aneignen. Die
Griinde hierfur liegen zum einen darin, dass die Zahlen abstrakte Objekte sind, zum
andern in der Komplexitat des Zahlbegriffs, was in der Vielfalt der unterschied-
lichen Verwendungen zum Ausdruck kommt.

1. Ein Gebrauch der natirlichen Zahlen besteht darin, die Anzahl der Elemente
einer Menge als Mé&chtigkeit dieser Menge anzugeben. Auf die Frage ,wie
viele?" wird in der Antwort ,,zwei Puppen”, ,finf Autos” usw. eine naturliche
Zahl, die sog. Kardinalzahl, genannt.

2. Die natlrlichen Zahlen werden als Ordinal- oder Ordnungszahlen dazu
verwendet, eine Menge zu ordnen, um damit den Rangplatz der Elemente
angeben zu konnen. Frage: ,der wievielte?" Antwort: ,,das erste Kind", ,,das
flnfte Haus" usw.

3. Bei Angaben von GroRen dienen die naturlichen Zahlen als MaRzahlen. Sie
werden stets zusammen mit einer Einheit genannt. Frage: ,wie lang?", ,wie
schwer?", ,,wie lange?" usw. Antwort: ,,3 m", ,,500 g", ,,45 min" usw.

4. Die Zahlen dienen zur quantitativen Beschreibung einer Handlung oder eines
Vorgangs und beantworten Fragen der Art: ,wie oft?", Antwort: ,Sie ging
dreimal zum Baécker." Frage: ,,Auf das Wievielfache muss man vergroBRern
(verkleinern)?" Antwort: ,,Das Gummiband muss auf die doppelte Léange
gedehnt werden." Diese Verwendung als Operator ist nicht auf natlrliche
Zahlen beschrénkt, sondern lasst sich z.B. auch auf Bruchzahlen erweitern:
»Der Fulball kostet das anderthalbfache meines monatlichen Taschengeldes.”
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5. Natrliche Zahlen konnen addiert und multipliziert werden. Beispiele: 8 + 7 = 15
und 4 « 5 = 20. Durch jede der beiden Rechenoperationen wird allen geordneten
Paaren natirlicher Zahlen jeweils eindeutig eine natlrliche Zahl als Ergebnis
zugeordnet. Dabei gelten gewisse Regeln.

6. Die naturlichen Zahlen dienen zur Bezeichnung von Objekten. Dabei handelt es
sich um reine Namensgebungen wie bei Postleitzahlen, Telefonnummern, ISBN
USW.

Zur Beschreibung der Vielfalt an unterschiedlichen Verwendungen hat es sich in
der didaktischen Literatur eingeburgert, von den Aspekten des Zahlbegriffs zu
sprechen:

1. kardinaler Aspekt, 2. ordinaler Aspekt, 3. MaRzahlaspekt, 4. Operatoraspekt,
5. Rechenzahlaspekt, 6. Codierungsaspekt.

Wesentliche Schwierigkeiten beim Erlernen der ersten natlrlichen Zahlen sind vor
allem im Verstandnis des sowohl kardinalen als auch ordinalen Zahlaspekts zu
suchen sowie im Verstdndnis der wechselseitigen Beziehungen dieser beiden
Aspekte. Trotzdem sollte nicht bersehen werden, dass einige Kinder schon sehr
fruh Gber verschiedenartige und verstandnisvolle Erfahrungen mit Zahlen verfugen.

3.2 Zahlbegriff und Zahlen

3.2.1 Entwicklung des Zahlbegriffs nach Piaget

Jean Piaget fuhrte in den dreilRiger Jahren eine Reihe von Tests an Kindern durch,
die neue Einsicht in die Entwicklung des Zahlbegriffs ergaben. Zur Untersuchung
der Gleichmé&chtigkeit und des Begriffs der Kardinalzahl von Mengen verwendete
Piaget Situationen mit provozierten Eins-zu-Eins-Zuordnungen zwischen Gléasern
und Flaschen, Blumen und Vasen, Eiern und Eierbechern, Pfennigen und Dingen
sowie spontane Eins-zu-Eins-Zuordnungen zwischen Plattchen. Nachdem Kindern
beispielsweise eine Reihe mit sechs kleinen Flaschen gezeigt wurde, wurden sie
aufgefordert, die gleiche Anzahl Glaser hinzuzustellen. Dabei wurden folgende
Stufen festgestellt (vgl. auch E3, | .D):

Stufe 1: Globaler Vergleich ohne Eins-zu-Eins-Zuordnung

Ein Kind in dieser Stufe (durchschnittliches Alter 4-5 Jahre) versucht nur, eine
Anordnung mit visuell globaler Ahnlichkeit zur vorgegebenen Anordnung zu
finden, ohne die Anzahl der Elemente durch Z&hlen zu bestimmen oder eine Eins-
zu-Eins-Zuordnung zwischen den Elementen der beiden Mengen durchzufuhren.
Die Antwort der Kinder zu Fragen nach der Gleichmdchtigkeit fallt deshalb haufig
falsch aus.

Stufe 2: Eins-zu-Eins-Zuordnung ohne permanente Gleichméchtigkeit
In dieser Stufe (durchschnittliches Alter 5-6 Jahre) besitzt das Kind die Fahigkeit,
zu einer gegebenen Menge eine zweite mit gleicher Anzahl der Elemente auf-
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zustellen, aber es urteilt, dass die Elementezahl einer Menge groRer wird, wenn die
Elemente dieser Menge weiter auseinander gelegt werden. Das Kind versteht
demnach anfanglich den Kardinalzahlaspekt, indem es in der Lage ist, zwei
aquivalente Mengen durch eine Eins-zu-Eins-Zuordnung herzustellen. Auf der
anderen Seite urteilt ein Kind dieser Stufe immer noch vorwiegend aufgrund seiner
Wahrnehmung, indem es die Lange als maRgebliches Kriterium zum Vergleich der
Elementzahlen zweier Mengen verwendet.

Stufe 3: Permanente Gleichmé&chtigkeit

Das Kind (durchschnittliches Alter ca. 6 Jahre) ist in der Lage, zu einer
vorgegebenen Menge eine Menge mit gleicher Elementzahl zu legen. Es ist sich
auch sicher, dal} die Gleichmachtigkeit beider Mengen unabhangig von ihren
visuellen Formen ist, d.h., es beherrscht das Prinzip der kardinalen Invarianz der
Menge.

Piagets Experimente stieBen auf vielerlei Bedenken. Kritisiert wurde vor allem die
Uberbetonung der verbalen Komponente sowie der Umstand, dass in den
Experimenten den Elementen der einen Menge eine andere Anordnung gegeben
wird, die dann nicht mehr mit ihrer Ausgangslage, sondern mit der Anordnung der
anderen Menge verglichen wird. Anderungen der Versuchsanordnung brachten zum
Teil bereits bei jingeren Kindern erhebliche Verbesserungen ihrer Leistungen.

Piaget erkannte, dass seine Untersuchungen zur Invarianz der Zahl tatsachlich
teilweise einen ordinalen Aspekt enthalten. Denn um zu entscheiden, ob zwei
Mengen gleichmdchtig sind, kann man, anstatt die Eins-zu-Eins-Beziehung zu
uberprifen, die Anzahl der Elemente durch Zahlen bestimmen.

In seinen Experimenten zur Seriation werden die Elemente einer Menge nach
physikalischen Eigenschaften geordnet, beispielweise werden Puppen nach ihrer
GrolRe oder Stocke nach ihrer Lange in eine Reihe gelegt. Die Fahigkeit, diese
Aufgabe effizient durchzufuhren, beruht sicherlich auf einer bereits vorhandenen
mathematischen Fahigkeit. Dennoch ist nicht klar, ob diese Fahigkeit selbst mit
dem Zahlbegriff zusammenhéngt, da der Kardinalzahlbegriff unabhangig von der
Reihenfolge der gezéhlten Elemente der Menge ist.

Die Experimente zur Seriation zeigen, inwiefern ein Kind in der Lage ist, die
ordinalen und kardinalen Zahlaspekte aufeinander zu beziehen. Es muss beispiels-
weise verstehen, dass, wenn das 7. Element in einer Reihe erreicht wird, die vorher
gezahlte Menge 6 Elemente enthélt und die gesamte gezahlte Menge die GroRe 7
hat. Piaget schliel3t hieraus, dass ein wirkliches Verstandnis des Zahlbegriffs ein
Verstandnis sowohl des kardinalen und ordinalen Zahlaspekts als auch der
Beziehungen zwischen beiden voraussetzt.
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3.2.2 Zahlen

Das Zahlen nimmt innerhalb der Entwicklung des Zahlbegriffs eine zentrale Rolle
ein. Der Zahlvorgang ist nicht nur ein reines Aufsagen der Zahlwortreihe, sondern
beruht auf der Beachtung gewisser Prinzipien und Regeln:

1. Prinzip der stabilen Ordnung: Die Zahlwortreihe hat eine feste Ordnung, d. h.,
die Zahlworter werden in identischer Reihenfolge wiederholt.

2. Prinzip der Eins-zu-Eins-Zuordnung: Jedes Zahlwort muss einem Element
der Menge in umkehrbar eindeutiger Weise zugeordnet werden.

3. Kardinalzahlregel: Die Zahl, mit der der Z&hlvorgang endet, benennt
gleichzeitig die Anzahl der Elemente der Menge. Im Zahlvorgang wird somit der
ordinale Zahlaspekt mit dem kardinalen verbunden. Der Ordinalzahlaspekt
wird bei der Zuordnung der Zahlwortfolge zu den Elementen der Menge
verwendet, der Kardinalzahlaspekt bei der Zuordnung einer Zahl als
Elementzahl dieser Menge.

Dabei sind die Reihenfolge und die Anordnung der zu z&hlenden Elemente einer
Menge ohne Bedeutung. Diese Eigenschaft ist eng mit dem Prinzip der kardinalen
Invarianz  verwandt. Ferner konnen beliebige Elemente zu einer Menge
zusammengefasst und gezahlt werden.

Beim Zdhlen treten hdufig Fehler auf beim Aufteilen der Menge in gezéhlte und
ungezahlte Elemente (doppeltes Zahlen oder Weglassen einiger Elemente), bei der
Zuordnung der Zahlworter (das gleiche Zahlwort wird zweimal benutzt) und bei der
Koordination der Zahlworter zu den Elementen der zu z&hlenden Menge (zwei
Zahlworter werden genannt, aber es wird nur auf ein Element gezeigt, oder
umgekehrt).

3.2.3 Neuere Untersuchungen zur Entwicklung des Zahlbegriffs und
zur Wahrnehmung

Die Untersuchungen des Zusammenhangs von visueller Wahrnehmung und
Bildung des Zahlbegriffs im Kindesalter werfen interessante Fragestellungen auf.
Werden visuelle Strukturen erst dann erkannt, wenn das Kind mit einer Zahl
vertraut ist und nachdem es die Elementzahl einer Menge wiederholt bestimmt hat?
Oder ist der Prozess des visuellen Erkennens geometrischer Formen fruher
entwickelt als der Zahlbegriff? Es ist vorstellbar, dass geometrische Grundformen
im Sinne der Gestalttheorie visuell als Ganzheiten erfasst werden und somit
Anordnungen von einem Plattchen, von zwei, drei oder vier Plattchen (nahe
beieinanderliegend wie in Abb. 17) als ein Punkt, als Strecke, Dreieck oder Viereck
interpretiert werden. Man kann deshalb z. B. auch vermuten, dass ein Kind bereits
uber deutliche Vorstellungen von einem Dreieck oder Viereck als ,,Gestalten™ im
Sinne der Gestaltpsychologie verfugt, ehe es mit den Zahlen 3 und 4 vertraut ist,
und dass diese Formen als Gestalten der Zahlen ,,3" und ,,4" aufgefasst und angesehen
werden (vgl. Abschnitt 2.4).
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ki a g

Abb. 17

Bei der Entwicklung des Zahlbegriffs lassen sich bei Kindern im Vorschulalter vier
Entwicklungsstufen beobachten. Aufgrund der groRen individuellen Unterschiede
zwischen Kindern kann eine Angabe des durchschnittlichen Alters fur eine
bestimmte Stufe jedoch nur einen groben Anhaltspunkt bilden.

Stufe 1: Kardinalzahlaspekt fur kleine Anzahlen

Das Kind in dieser Stufe (Alter etwa 4 Jahre) beherrscht den Kardinalzahlaspekt fur
kleine Anzahlen (Mengen mit | bis 4 Elementen), wahrscheinlich Uber die simultane
Zahlerfassung. Es benutzt eine Zahl, um die Anzahl der Elemente einer Menge von
Objekten anzugeben. Aber es kann noch nicht den Ordinalzahlaspekt anwenden und
eine paarweise Zuordnung der Zahlwortfolge mit einer Reihe von Objekten
durchfuhren und jedes Objekt mit einem Zahlwort benennen.

Stufe 2: Ordinalzahlaspekt

Das Kind in dieser Stufe (Alter 4 bis 5 Jahre) hat den ordinalen Zahlaspekt fur
Mengen mit zumindest funf Elementen erfasst und somit die Zuordnung der
Zahlworter zu einer Reihe von Objekten im Zahlprozess. Der kardinale Aspekt wird
zwar in der Regel fur Zahlen bis 4 verstanden, die Kardinalzahlregel wird jedoch
fur Zahlen groRer als vier im allgemeinen nicht beachtet. Haufig meinen Kinder, dass
die Antwort auf die Frage ,,wie viele?" bedeutet, die gesamte Zahlwortreihe aufzusagen
und nicht nur ein einzelnes, ndmlich das letzte Zahlwort der Reihe. Aullerdem wird die
kardinale Zahlinvarianz nicht beherrscht, d.h., das Kind weil} nicht, dass die
Elementzahl einer Menge unabhéngig von der Reihenfolge der Elemente beim
Zéhlvorgang ist. Viele Kinder zéhlen deshalb die Elemente einer Menge wieder,
wenn die Anordnung der Elemente gedndert wird.

Stufe 3: Kardinalzahlaspekt

Das Kind (durchschnittliches Alter 5 Jahre) ist nun im allgemeinen fahig, die
Kardinalzahlregel in der Regel bis 10 anzuwenden, und es beherrscht auch die
kardinale Zahlinvarianz, d. h., es erkennt, dass die Anzahl der Elemente einer
Menge eine feste Eigenschaft der Menge selbst ist. Anzahlen von bis zu 10 Plattchen
werden nun in den meisten Féllen richtig gezéhlt. Das Kind beherrscht jedoch nicht
die GroRer-/Kleiner-Relation fur Zahlen, d. h., es ist nicht in der Lage festzustellen,
dass die Zahl 8 groRer ist als die Zahl 7.

Stufe 4: Die GroRer-/Kleiner-Relation fur Zahlen

Das Kind (durchschnittliches Alter 6 Jahre) ist fahig, die groBere bzw. kleinere
zweier Zahlen im Zahlenraum bis 10 zu bestimmen. Kinder in dieser Stufe besitzen nun
ein recht gutes Verstdndnis des Zahlvorgangs und koénnen die GroRer-/Kleiner-
Relation fir Elementzahlen zweier Mengen zumindest im Zahlenraum bis 10
anwenden.

43



3. Friihe Stadien in der Entwicklung des Zahlbegriffs beim Kind

3.3 Entwicklung des Addierens und Subtrahierens

3.3.1 Konkretes Verstandnis der Drei- bis Flinfjahrigen

Parallel zur Entwicklung des Zahlbegriffs zeigen viele Kinder schon lange vor
ihrem Schuleintritt ein Teilverstandnis fir die Addition und Subtraktion.
Verschiedene Untersuchungen mit Drei- und Vierjahrigen weisen auf ein intuitives
Verstandnis der Addition und Subtraktion hinsichtlich der konkreten Handlungen
des Hinzufiigens und Wegnehmens hin. Kinder erkennen, dass diese Operationen
die Anzahlen der Elemente einer Menge vergroRern bzw. verkleinern und dass die
Wirkung der einen Operation durch die andere wieder aufgehoben wird. Haufig
besitzen die Kinder in diesem Alter jedoch nicht die Fahigkeit, das Ergebnis der
Anderung anzugeben, ohne die Elemente der gesamten Menge erneut zu zahlen.
Dennoch sind viele Drei- bis Flnfjahrige in der Lage, einfache Additions- und
Subtraktionsaufgaben fiir konkrete Situationen ohne Z&hlen korrekt zu l6sen, vor
allem, wenn der zweite Summand oder der Subtrahend | oder 2 ist, und zum Teil
sogar dann, wenn das Material nicht sichtbar ist. Diese Ergebnisse belegen, dass
gewisse arithmetische Fahigkeiten bei konkreten Sachverhalten sich bereits vor der
Fahigkeit der kardinalen Zahlinvarianz entwickeln kénnen.

3.3.2 Zahl- und Rechenstrategien bei den Sechs- bis Achtjahrigen

Mathematische Textaufgaben konnen sowohl nach ihrer mathematischen als auch
ihrer semantischen Struktur unterschieden werden, was an drei Beispielen erlautert
werden soll.

Beispiel 1: Jens hat 5 blaue und 3 rote Murmeln.
Wie viele Murmeln hat er insgesamt?

Beispiel 2: Natalie hat 5 Farbstifte. Sie kauft 3 weitere Farbstifte.
Wie viele Farbstifte hat sie nun?

Beispiel 3: Jens hat 5 Perlen. Natalie hat 3 Perlen mehr als Jens.
Wie viele Perlen hat Natalie?

Die drei Aufgaben besitzen die gleiche mathematische Struktur, symbolisch
darstellbar durch 5 + 3 = [1. Die semantische Struktur ist jedoch verschieden.
Waéhrend es sich in Beispiel | um eine Vereinigung zweier vorliegender
(vorhandener) Mengen handelt, soll in Beispiel 2 eine Ausgangsmenge durch die
Hinzunahme weiterer Elemente veréndert werden. In Beispiel 3 muss man sich die
Verénderung einer Menge, die direkt gar nicht angegeben ist, vorstellen.
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Der Schwierigkeitsgrad einer Textaufgabe hangt sowohl von der mathematischen
als auch der semantischen Struktur ab. Untersuchungen der Losungsstrategien bei
Schulerinnen und Schillern zeigen, dass Aufgaben der Art von Beispiel | und
Beispiel 2 etwa gleichen Schwierigkeitsgrad besitzen, dass dagegen Aufgaben
der Art von Beispiel 3 schwieriger sind.

Zahlen und Rechnen bauen bereits auf einem differenzierten Verstandnis der
Zahlen auf. Hierzu gehort die Fahigkeit, sich eine bestimmte Zahl vorstellen
und in differenzierter Weise betrachten zu kénnen. Als grundlegende Strategie
werden dabei Zahlzerlegungen verwendet, die spontan aus dem Gedé&chtnis abge-
rufen oder nur in der Vorstellung durchgefihrt werden, wie flr die Zahl 5: 3 + 2,
2+3,4+1, 1 +4sowie5+0und0 + 5.

Zur Losung der Additions- und Subtraktionsaufgaben wenden Kinder eine oder
mehrere Methoden an, die von ihren durch Alter und Umwelt geprégten Fahigkeiten
und Fertigkeiten, ihrem Wissensstand sowie dem verfugbaren Material abhangen.

1. Zahlstrategien: Die Aufgabe wird durch Zahlen oder z&hlendes Rechnen
mit oder ohne Verwendung von Material gelost.

2. Additions- und Subtraktionsstrategien (Ableitungsstrategien): Die
Losung der Aufgabe wird von gelernten Aufgaben abgeleitet, wiederum mit
oder ohne Verwendung von Material. Z. B. werden bei der Aufgabe 5 + 8
zuerst die Summanden vertauscht, danach erfolgt der Zehneriibergang durch
Erganzen des ersten Summanden zum vollen Zehner: ,,5 plus 8 ?, 8 plus 2
ergibt 10, somit 8 plus 5 ergibt 10 mit 3 dbrig, also 13" (weiteres vgl.
Abschnitt 5.2.1).

3. Verfugbarkeit von Grundaufgaben: Das Ergebnis der Aufgabe ist als
gelernter Additions- oder Subtraktionssatz aus dem Langzeitgedachtnis abrufbar
(weiteres vgl. Abschnitt 5.2.3).

Viele Kinder sind bereits vor Schuleintritt imstande, Additions- und Subtraktions-
aufgaben mit Zahlen bis 9 und einfacher semantischer Struktur zu I6sen. Die dabei
am h&ufigsten beobachteten Strategien zur Lésung der Aufgaben sind solche mit
Ausfiihren der Operation am Material. Obgleich Kinder im Vorschulalter alle drei
oben genannten Methoden anwenden, werden die Zahlstrategien am haufigsten
benutzt und sollen aus diesem Grund im folgenden ausfuhrlicher behandelt werden.

Kinder entwickeln verschiedene, hdufig recht individuelle Strategien des Z&hlens
und des zéhlenden Rechnens, von denen im Unterricht i. allg. nur die grundlegenden
behandelt werden wie das Vorwarts- und Ruckwartszdhlen mit verschiedenen
Schrittweiten. Dagegen erfahren die Ableitungsstrategien zusammen mit den
Grundaufgaben der Addition und Subtraktion eine systematische Behandlung in
Schulbtichern, die in Form spezieller Aufgaben wie Tausch-, Umkehr- und
Nachbaraufgaben oder Kern- und Merkaufgaben vorgestellt werden. Diese
Themen werden in Kapitel 5 dargestellt.

Im folgenden stellen wir einige Zahlstrategien anhand von vier Aufgabentypen zur
Addition und Subtraktion vor.
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Aufgabenforma+b =0

1.

Vollstandiges Auszahlen der Vereinigungsmenge: Beide Mengen werden durch
Material oder Finger dargestellt, also etwa durch Hinlegen von zuerst a, dann b
Steckwurfeln. Die Summe wird durch Abzéhlen aller gelegten Steckwiirfel
bestimmt. Aufgabe: 5+ 8 =11

H-
AN
[ KN
[ BN
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2 3 456 7 8
EEEEEER
8

12 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13

Die Antwort ist 13.

Weiterzahlen vom ersten Summanden a aus: Der Abzéhlvorgang fur die Summe
beginnt beim ersten Summanden a. In der Aufgabe 5 + 8 =[] sagt das Kind also:
w0 -(Pause)- 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13" (begleitet z. B. wvon
Fingerzéhlbewegungen). Die Antwort ist 13.

. Weiterzahlen vom grofReren Summanden aus: Nachdem festgestellt wurde,

weicher der beiden Summanden der groRere ist, beginnt der Abzahlvorgang fur
die Summe mit diesem Summanden. Die Aufgabe 5 + 8 = [1 wird also
gedanklich durch Anwendung des Kommutativgesetzes in 8 + 5 = [ Gberfuhrt:
»8 -(Pause)-9, 10, 11, 12, 13." Die Antwort ist 13.

. Weiterzéhlen in grolReren Schritten: Der Abz&hlvorgang fur die Summe beginnt

beim ersten oder groReren Summanden und wird in Zweierschritten durchge-
fuhrt, in der Aufgabe 5 + 8 =[] etwa in der Form: ,,5 -(Pause)-7, 9, 11, 13" oder
auch mit gréReren Schrittweiten wie: ,,5 -(Pause)- 9, 13." Die Antwort ist 13.

Aufgabenforma+ //=c¢

1. Ergénzen von a auf ¢ Elemente: Nachdem a Steckwiirfel abgezéhlt und

hingelegt wurden, werden weitere Steckwiirfel so lange dazugelegt, bis die
Summe insgesamt ¢ Steckwiirfel umfasst. Die Antwort ergibt sich aus der
gezéhlten Anzahl der hinzugefugten Steckwurfel. Aufgabe: 5+ (1= 13

12345}12345678
..l..i.-I.IIII

12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13

Die Antwort ist 8.
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2. Vorwartszéhlen von der Zahl a aus: Der Z&hlvorgang beginnt bei dem
Summanden a und wird so lange fortgesetzt, bis die Summe c erreicht ist. Die
Antwort ist die Anzahl der beim Vorwértszahlen genannten Zahlworter. In der
Aufgabe 5 + (1 =13 also: ,,5 - (Pause) - 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13" (begleitet z. B.
von zdhlenden Fingerbewegungen), Die Antwort ist 8.

3. Umkehrbar eindeutiges Zuordnen: Nachdem c Steckwirfel hingelegt wurden,
werden a Steckwirfel den bereits gelegten, von links beginnend, in umkehrbar
eindeutiger Weise zugeordnet, Die Anzahl der restlichen, nicht zugeordneten
Steckwurfel wird durch Abz&hlen bestimmt.

6 7 8 9 10 11 12 13
EEEEEER

IB

1
L

i

w BB

BSE =S N
EN B8
o B Eo

1 2.3:4:5 .6.7 .8

Die Antwort ist 8.

Diese Strategie sowie die beiden unten genannten Strategien des Wegnehmens
treten auch in der Form auf, dass die funf Elemente von rechts her zugeordnet
bzw. weggenommen werden.

Aufgabenformc-a=//

1. Wegnehmen von a Elementen: Nachdem ¢ Steckwurfel abgezéhlt und hingelegt
wurden, werden a Steckwirfel, von links beginnend, entfernt. Die Anzahl der
restlichen Steckwirfel wird durch Abz&hlen bestimmt. Aufgabe: 13-5 =[]

Pl @45 e " 78 19 M0 M1 12143
EEEEEEEEEEENESR
_,llllllllIlllI
12 3 45

12 3 45 6 7 8

Die Antwort ist 8.
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2. Ruckwartszahlen um a Schritte: Vom Minuenden ¢ aus wird um a Schritte
rickwarts gezahlt. Die Antwort ist das zuletzt genannte Zahlwort. In der Aufgabe
13-5=1[Jalso: ,,13 -(Pause)- 12, 11, 10, 9, 8" (begleitet z. B. von
Fingerzéhlbewegungen). Die Antwort lautet 8.

Aufgabenformc-0O=a

1. Wegnehmen bis a Elemente (ibrig: Nachdem c Steckwdirfel hingelegt wurden,
werden so lange Steckwiirfel entfernt, bis die Anzahl der restlichen Steckwiirfel
gleich a ist. Die Antwort ergibt sich aus der gezéhlten Anzahl der
weggenommenen Steckwirfel. Aufgabe: 13- [1=5

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
EEEEEEEEEEEER
AEEEEEEEEEEEEN

Wegnehmen bis 5 Ubrig

1 2 3 4 56 6 7 8

Die Antwort ist 8.

2. Ruckwartszahlen bis zur Zahl a: Vom Minuenden c aus wird so lange rickwaérts
gezahlt, bis die Zahl a erreicht ist. Die Antwort ist die Anzahl der beim
Ruckwartszahlen ~ genannten  Zahlworter  (begleitet  z. B. wvon
Fingerzahlbewegungen). In der Aufgabe 13 - [1 = 5 also: ,,13 -(Pause)- 12, 11,
10, 9, 8, 7, 6, 5." Die Antwort lautet 8.

Die Strategien zur Losung mathematischer Probleme werden unter dem Einflu} des
Unterrichts vor allem in den ersten beiden Schuljahren entscheidend
weiterentwickelt und verfeinert. Bei den Additionsaufgaben wird die Strategie des
vollstandigen Auszéhlens der Vereinigungsmenge i. allg. bald durch die Strategie
des Weiterzahlens, abgelost. Entsprechend ist bei den Subtraktionsaufgaben eine
Verschiebung von den an Material gebundenen Strategien hin zur reinen
Zéhlstrategie des Vorwartszahlens festzustellen. Die beiden Strategien des
Ruckwaértszahlens treten aufgrund ihrer gréfieren Komplexitat seltener auf. Parallel
dazu finden die heuristischen Rechenstrategien und das automatisierte Abrufen
auswendig gelernter Grundaufgaben immer mehr Anwendung, wobei bei beiden
Prozessen gleichzeitig ein zunehmendes Loslosen vom operativen Umgang mit
konkretem Material zu beobachten ist (vgl. Abschnitt 5.2).
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3.4 Schulbuchbeispiele zum Rechnen im
Zahlenraum bis 20

Im folgenden werden Ubungen aus verschiedenen Schulbiichern zu wichtigen
Themen bei der Erarbeitung des Zahlenraums bis 20 gezeigt. Ausfuhrungen zu
Darstellungsformen der Addition und Subtraktion, zu den Arten der Ubungsformen
sowie zu weiteren methodisch-didaktischen Anregungen finden sich in Kapitel 5.

1. Darstellung von gleichméachtigen Mengen und von Anzahlen

Bei der Darstellung von Mengen ist darauf zu achten, dass die gewéhlten Elemente
einem einfachen, dem Kind vertrauten Begriff zugeordnet werden kdnnen.
Wahrend beispielsweise Begriffe wie Apfel, Birnen usw. jedem Kind gelaufig sind,
wird der Oberbegriff Obst von Schulanfangern nicht immer richtig angewendet.
Mengendarstellungen, bei denen als Elemente einer Menge Apfel und Birnen
(Oberbegriff Obst}, Hiite und Mantel (Oberbegriff Bekleidung) oder Hasen und
Enten (Oberbegriff Tiere) auftreten, sollten deshalb nur mit VVorbehalt verwendet
werden.

Die Gleichmachtigkeit zweier Mengen soll durch Eins-zu-Eins-Zuordnungen
uberpruft werden. Die Schiiler lernen die Begriffe hat mehr Elemente als, hat
weniger Elemente als und hat gleich viel Elemente wie inhaltlich anwenden.

Abb. 18 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.9
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In der folgenden Abbildung werden Bildkarten und Woirfelaugen einander passend
zugeordnet bzw. bei bestehenden Zuordnungen die passenden Wirfelaugen gezeichnet.
®

Abb. 19 aus multi 1/ Mathematik fur die Grundschule in Baden-Wiirttemberg,
Konkordia 1994, S.3

Unterschiedliche Darstellungen von Anzahlen werden in der nachsten Abbildung
gezeigt. Den Gegenstanden sollen Plattchen oder Striche in der entsprechenden
Anzahl zugeordnet werden. Die passende Ziffer ist jeweils schon notiert.
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Abb.20 aus Das Zahlenbuch, Klett 2000, S.4
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2. Zahlzerlegungen

Zahlzerlegungen koénnen sowohl durch das Mengen- als auch durch das

Langenmodell gut veranschaulicht werden (vgl.

auch 5.1). In den Abbildungen

werden die Zahlzerlegungen in analogischer, schematischer und symbolischer

Form dargestellt.

Zerlegen

Abb. 21 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.20

100000 5.

00000 -

00000 :-

2

Abb. 21 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.21
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Das folgende Bild regt dazu an, alle méglichen Zerlegungen der Zahl 5, auch 5 + 0

P
[41{7] (1]
L] [ H |
[H ] ]

Abb. 22 aus multi 1/ Mathematik fur die Grundschule in Baden-Wiirttemberg,
Konkordia 1994, S.23
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Im folgenden kdnnen Zerlegungen von zweistelligen Zahlen vollzogen werden,
ohne dass Zehnertibergang und Stellenwert besonders thematisiert werden.

Abb. 23 aus Das Zahlenbuch, Klett 2000, S.25
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3. Zahlen
Z&hlubungen kénnen phantasievoll und interessant sein.

Abb. 24 zeigt Aufgaben zur Bestimmung der Anzahlen von Plattchen, zur Ergénz-
ung der Zahlenreihe von | bis 10 (vorwarts und riickwérts) sowie zum Verbinden
von Punkten nach der Reihenfolge der angeordneten Zahlen.

[1] e

3
%

1

@
@
@
€
®
@
©
©
©
O

000000
00000000

000000

<

o o
ol 1] 2 LT |

~
-

H0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0 -0 -O®0

H0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
10,0, 080,.0,0400.0,0

N 4
8 7. .3 6 3
ﬂ/ -
. . Z
=
a 7 7. 2
10 i 10"

Abb. 24 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.37

54



3. Friihe Stadien in der Entwicklung des Zahlbegriffs beim Kind

In Abb. 25 werden Z&hlibungen bis 20 am Zahlenband (Aufgabel) und am Zahlen-
strahl (Aufgabe 2-4) behandelt: Zweier- und Dreierschritte, verschiedene Anfangs-
punkte, vorwarts und riickwarts.

0. M '.'\"-V Springe hin und zurick
|1]2|3[4IS]Gl?|8]9|10|11]12|13[14|1b—[16]1?h8|19|25i>
Start
zuruck
MM+2=12 20-2=18 10—-2=8
1242=[] 1B8=28=[] 8-2=[]
14 + 2 =[] 16-2=[] 6-2=[]
16 + 2 = [] 14—-2 =[] 4-2 =[]
18+2=[] 12-2=[] 2-2=[]

I ]
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 |

[
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20
|

2] Gehe in 3er-Schritten weiter!

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 {7 18 18 20 3
il [ |

(4] Gehe in 2er-Schritten zurlck!

| | V) I ] O [ L T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
l S S [ UG [ S o WIS S |

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
O I SO Y 1 A 1 i ||

Abb. 25 aus Mathematik fur die Grundschule 1, Verlag Moritz Diesterweg 1990, S.77
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4. Ordnungszahlen

Eine Sachsituation zur Verwendung der Zahlen als Ordnungszahlen wird als
Bildgeschichte im folgenden Schulbuchauszug gezeigt.
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Der Reihe nach

= 11 Ir

Abb. 26 aus Das Zahlenbuch/Mathematik im 1.Schu|jah'r, Klett 2001, S.28

5. Die Relationen grof3er als und kleiner als

Ein beliebtes Mittel zur Einfihrung der Zeichen > und < ist das Krokodil, in dessen
Maul Steckwdrfeltirme unterschiedlicher L&ngen gestellt werden.

GroBer, kleiner oder gleich

vier ist groBer als zwei

Abb. 27 aus Mathebaum 1/Mathematik fiir Grundschulen, Schroedel 1994, S.22
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Durch Betrachtung der verschiedenen Hohen der Steckwurfeltiirme sowie der
Anzahlen der dazu verwendeten Wiirfel erfahren die Schilerinnen und Schiler
anschaulich, dass z. B. hoher als bei den Tirmen gleichbedeutend ist mit gréRer als
bei den Anzahlen.

Seltener sind Einfuhrungen durch Verwendung anderer Grolien, z. B. wie in Abb.
28 durch Gewichte, wo Uber das Messen mit der Balkenwaage Gewichte (oder
genauer: Massen) miteinander verglichen werden.

2+ <8 4 + il 3+ <6
Abb. 28 aus Denken und Rechnen 1, Baden-Wirttemberg, Westermann 1994, S.92

Eine geschickte Anwendung des Zahlenbandes findet man bei der Behandlung von
Ungleichungen.

z ) [5]
8+ [1]<10
2 [F 0]
|4+ (1] <7

. C) “’j
0 EJF

<9

Abb. 29 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.65
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6. Beispiel zur Darstellung der Zahl 0
Das folgende Schulbuchbeispiel zeigt ein Bild und drei Ubungsformen zur Zahl 0.

¥442224

eBac ¢
o

.|I|"|I|.
peecaee

Abb. 30 aus Mathematik Grundschule 1.Schuljahr, Baden-Wurttemberg,
Cornelsen 1994, S.24

Eine weitere Darstellung der Zahl Null findet sich in Abb. 22. Dort kommt die O in
einer Zerlegung der Zahl 5 vor: 5=5 + 0.
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