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3. Frühe Stadien in der Entwicklung 
des Zahlbegriffs beim Kind 

Lesen Sie zuerst die Studieneinheit El „Mengen und ihre Darstellung" sowie in der 
Studieneinheit E3 das Kapitel l zur Gleichmächtigkeit von Mengen, das Kapitel 2 
zur Elementzahl von Mengen und zur Zahlwortreihe und das Kapitel 3 zur Kleiner-
beziehung bei endlichen Kardinalzahlen. 

3.1 Verschiedene Aspekte der Verwendung der 
natürlichen Zahlen 

Die Entwicklung des Zahlbegriffs vollzieht sich in den ersten Lebensjahren des 
Kindes erstaunlich langsam, wenn man zum Vergleich in Betracht zieht, mit 
welchem rasanten Tempo sich Kleinkinder sprachliche Fertigkeiten aneignen. Die 
Gründe hierfür liegen zum einen darin, dass die Zahlen abstrakte Objekte sind, zum 
ändern in der Komplexität des Zahlbegriffs, was in der Vielfalt der unterschied-
lichen Verwendungen zum Ausdruck kommt. 
1. Ein Gebrauch der natürlichen Zahlen besteht darin, die Anzahl der Elemente 

einer Menge als Mächtigkeit dieser Menge anzugeben. Auf die Frage „wie 
viele?" wird in der Antwort „zwei Puppen", „fünf Autos" usw. eine natürliche 
Zahl, die sog. Kardinalzahl, genannt. 

2. Die natürlichen Zahlen werden als Ordinal- oder Ordnungszahlen dazu 
verwendet, eine Menge zu ordnen, um damit den Rangplatz der Elemente 
angeben zu können. Frage: „der wievielte?" Antwort: „das erste Kind", „das 
fünfte Haus" usw. 

3. Bei Angaben von Größen dienen die natürlichen Zahlen als Maßzahlen. Sie 
werden stets zusammen mit einer Einheit genannt. Frage: „wie lang?", „wie 
schwer?", „wie lange?" usw. Antwort: „3 m", „500 g", „45 min" usw. 

4. Die Zahlen dienen zur quantitativen Beschreibung einer Handlung oder eines 
Vorgangs und beantworten Fragen der Art: „wie oft?", Antwort: „Sie ging 
dreimal zum Bäcker." Frage: „Auf das Wievielfache muss man vergrößern 
(verkleinern)?" Antwort: „Das Gummiband muss auf die doppelte Länge 
gedehnt werden." Diese Verwendung als Operator ist nicht auf natürliche 
Zahlen beschränkt, sondern lässt sich z.B. auch auf Bruchzahlen erweitern: 
„Der Fußball kostet das anderthalbfache meines monatlichen Taschengeldes." 
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5. Natürliche Zahlen können addiert und multipliziert werden. Beispiele: 8 + 7 = 15 
und 4 • 5 = 20. Durch jede der beiden Rechenoperationen wird allen geordneten 
Paaren natürlicher Zahlen jeweils eindeutig eine natürliche Zahl als Ergebnis 
zugeordnet. Dabei gelten gewisse Regeln. 

6. Die natürlichen Zahlen dienen zur Bezeichnung von Objekten. Dabei handelt es 
sich um reine Namensgebungen wie bei Postleitzahlen, Telefonnummern, ISBN 
usw. 

Zur Beschreibung der Vielfalt an unterschiedlichen Verwendungen hat es sich in 
der didaktischen Literatur eingebürgert, von den Aspekten des Zahlbegriffs zu 
sprechen: 
1. kardinaler Aspekt, 2. ordinaler Aspekt, 3. Maßzahlaspekt, 4. Operatoraspekt, 
5. Rechenzahlaspekt, 6. Codierungsaspekt. 
Wesentliche Schwierigkeiten beim Erlernen der ersten natürlichen Zahlen sind vor 
allem im Verständnis des sowohl kardinalen als auch ordinalen Zahlaspekts zu 
suchen sowie im Verständnis der wechselseitigen Beziehungen dieser beiden 
Aspekte. Trotzdem sollte nicht übersehen werden, dass einige Kinder schon sehr 
früh über verschiedenartige und verständnisvolle Erfahrungen mit Zahlen verfügen. 

3.2 Zahlbegriff und Zählen 

3.2.1 Entwicklung des Zahlbegriffs nach Piaget 

Jean Piaget führte in den dreißiger Jahren eine Reihe von Tests an Kindern durch, 
die neue Einsicht in die Entwicklung des Zahlbegriffs ergaben. Zur Untersuchung 
der Gleichmächtigkeit und des Begriffs der Kardinalzahl von Mengen verwendete 
Piaget Situationen mit provozierten Eins-zu-Eins-Zuordnungen zwischen Gläsern 
und Flaschen, Blumen und Vasen, Eiern und Eierbechern, Pfennigen und Dingen 
sowie spontane Eins-zu-Eins-Zuordnungen zwischen Plättchen. Nachdem Kindern 
beispielsweise eine Reihe mit sechs kleinen Flaschen gezeigt wurde, wurden sie 
aufgefordert, die gleiche Anzahl Gläser hinzuzustellen. Dabei wurden folgende 
Stufen festgestellt (vgl. auch E3, l .D): 
Stufe 1: Globaler Vergleich ohne Eins-zu-Eins-Zuordnung 
Ein Kind in dieser Stufe (durchschnittliches Alter 4 - 5  Jahre) versucht nur, eine 
Anordnung mit visuell globaler Ähnlichkeit zur vorgegebenen Anordnung zu 
finden, ohne die Anzahl der Elemente durch Zählen zu bestimmen oder eine Eins-
zu-Eins-Zuordnung zwischen den Elementen der beiden Mengen durchzuführen. 
Die Antwort der Kinder zu Fragen nach der Gleichmächtigkeit fällt deshalb häufig 
falsch aus. 

Stufe 2: Eins-zu-Eins-Zuordnung ohne permanente Gleichmächtigkeit 
In dieser Stufe (durchschnittliches Alter 5-6 Jahre) besitzt das Kind die Fähigkeit, 
zu einer gegebenen Menge eine zweite mit gleicher Anzahl der Elemente auf-
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zustellen, aber es urteilt, dass die Elementezahl einer Menge größer wird, wenn die 
Elemente dieser Menge weiter auseinander gelegt werden. Das Kind versteht 
demnach anfänglich den Kardinalzahlaspekt, indem es in der Lage ist, zwei 
äquivalente Mengen durch eine Eins-zu-Eins-Zuordnung herzustellen. Auf der 
anderen Seite urteilt ein Kind dieser Stufe immer noch vorwiegend aufgrund seiner 
Wahrnehmung, indem es die Länge als maßgebliches Kriterium zum Vergleich der 
Elementzahlen zweier Mengen verwendet. 

Stufe 3: Permanente Gleichmächtigkeit 
Das Kind (durchschnittliches Alter ca. 6 Jahre) ist in der Lage, zu einer 
vorgegebenen Menge eine Menge mit gleicher Elementzahl zu legen. Es ist sich 
auch sicher, daß die Gleichmächtigkeit beider Mengen unabhängig von ihren 
visuellen Formen ist, d.h., es beherrscht das Prinzip der kardinalen Invarianz der 
Menge. 
Piagets Experimente stießen auf vielerlei Bedenken. Kritisiert wurde vor allem die 
Überbetonung der verbalen Komponente sowie der Umstand, dass in den 
Experimenten den Elementen der einen Menge eine andere Anordnung gegeben 
wird, die dann nicht mehr mit ihrer Ausgangslage, sondern mit der Anordnung der 
anderen Menge verglichen wird. Änderungen der Versuchsanordnung brachten zum 
Teil bereits bei jüngeren Kindern erhebliche Verbesserungen ihrer Leistungen. 
Piaget erkannte, dass seine Untersuchungen zur Invarianz der Zahl tatsächlich 
teilweise einen ordinalen Aspekt enthalten. Denn um zu entscheiden, ob zwei 
Mengen gleichmächtig sind, kann man, anstatt die Eins-zu-Eins-Beziehung zu 
überprüfen, die Anzahl der Elemente durch Zählen bestimmen. 
In seinen Experimenten zur Seriation werden die Elemente einer Menge nach 
physikalischen Eigenschaften geordnet, beispielweise werden Puppen nach ihrer 
Größe oder Stöcke nach ihrer Länge in eine Reihe gelegt. Die Fähigkeit, diese 
Aufgabe effizient durchzuführen, beruht sicherlich auf einer bereits vorhandenen 
mathematischen Fähigkeit. Dennoch ist nicht klar, ob diese Fähigkeit selbst mit 
dem Zahlbegriff zusammenhängt, da der Kardinalzahlbegriff unabhängig von der 
Reihenfolge der gezählten Elemente der Menge ist. 
Die Experimente zur Seriation zeigen, inwiefern ein Kind in der Lage ist, die 
ordinalen und kardinalen Zahlaspekte aufeinander zu beziehen. Es muss beispiels-
weise verstehen, dass, wenn das 7. Element in einer Reihe erreicht wird, die vorher 
gezählte Menge 6 Elemente enthält und die gesamte gezählte Menge die Größe 7 
hat. Piaget schließt hieraus, dass ein wirkliches Verständnis des Zahlbegriffs ein 
Verständnis sowohl des kardinalen und ordinalen Zahlaspekts als auch der 
Beziehungen zwischen beiden voraussetzt. 
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3.2.2 Zählen 

Das Zählen nimmt innerhalb der Entwicklung des Zahlbegriffs eine zentrale Rolle 
ein. Der Zählvorgang ist nicht nur ein reines Aufsagen der Zahlwortreihe, sondern 
beruht auf der Beachtung gewisser Prinzipien und Regeln: 

1. Prinzip der stabilen Ordnung: Die Zahlwortreihe hat eine feste Ordnung, d. h., 
die Zahlwörter werden in identischer Reihenfolge wiederholt. 

2. Prinzip der Eins-zu-Eins-Zuordnung: Jedes Zahlwort muss einem Element 
der Menge in umkehrbar eindeutiger Weise zugeordnet werden. 

3. Kardinalzahlregel: Die Zahl, mit der der Zählvorgang endet, benennt 
gleichzeitig die Anzahl der Elemente der Menge. Im Zählvorgang wird somit der 
ordinale Zahlaspekt mit dem kardinalen verbunden. Der Ordinalzahlaspekt 
wird bei der Zuordnung der Zahlwortfolge zu den Elementen der Menge 
verwendet, der Kardinalzahlaspekt bei der Zuordnung einer Zahl als 
Elementzahl dieser Menge. 

Dabei sind die Reihenfolge und die Anordnung der zu zählenden Elemente einer 
Menge ohne Bedeutung. Diese Eigenschaft ist eng mit dem Prinzip der kardinalen 
Invarianz verwandt. Ferner können beliebige Elemente zu einer Menge 
zusammengefasst und gezählt werden. 
Beim Zählen treten häufig Fehler auf beim Aufteilen der Menge in gezählte und 
ungezählte Elemente (doppeltes Zählen oder Weglassen einiger Elemente), bei der 
Zuordnung der Zahlwörter (das gleiche Zahlwort wird zweimal benutzt) und bei der 
Koordination der Zahlwörter zu den Elementen der zu zählenden Menge (zwei 
Zahlwörter werden genannt, aber es wird nur auf ein Element gezeigt, oder 
umgekehrt). 

3.2.3 Neuere Untersuchungen zur Entwicklung des Zahlbegriffs und 
zur Wahrnehmung 

Die Untersuchungen des Zusammenhangs von visueller Wahrnehmung und 
Bildung des Zahlbegriffs im Kindesalter werfen interessante Fragestellungen auf. 
Werden visuelle Strukturen erst dann erkannt, wenn das Kind mit einer Zahl 
vertraut ist und nachdem es die Elementzahl einer Menge wiederholt bestimmt hat? 
Oder ist der Prozess des visuellen Erkennens geometrischer Formen früher 
entwickelt als der Zahlbegriff? Es ist vorstellbar, dass geometrische Grundformen 
im Sinne der Gestalttheorie visuell als Ganzheiten erfasst werden und somit 
Anordnungen von einem Plättchen, von zwei, drei oder vier Plättchen (nahe 
beieinanderliegend wie in Abb. 17) als ein Punkt, als Strecke, Dreieck oder Viereck 
interpretiert werden. Man kann deshalb z. B. auch vermuten, dass ein Kind bereits 
über deutliche Vorstellungen von einem Dreieck oder Viereck als „Gestalten" im 
Sinne der Gestaltpsychologie verfügt, ehe es mit den Zahlen 3 und 4 vertraut ist, 
und dass diese Formen als Gestalten der Zahlen „3" und „4" aufgefasst und angesehen 
werden (vgl. Abschnitt 2.4). 
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Abb. 17 

Bei der Entwicklung des Zahlbegriffs lassen sich bei Kindern im Vorschulalter vier 
Entwicklungsstufen beobachten. Aufgrund der großen individuellen Unterschiede 
zwischen Kindern kann eine Angabe des durchschnittlichen Alters für eine 
bestimmte Stufe jedoch nur einen groben Anhaltspunkt bilden. 

Stufe 1: Kardinalzahlaspekt für kleine Anzahlen 
Das Kind in dieser Stufe (Alter etwa 4 Jahre) beherrscht den Kardinalzahlaspekt für 
kleine Anzahlen (Mengen mit l bis 4 Elementen), wahrscheinlich über die simultane 
Zahlerfassung. Es benutzt eine Zahl, um die Anzahl der Elemente einer Menge von 
Objekten anzugeben. Aber es kann noch nicht den Ordinalzahlaspekt anwenden und 
eine paarweise Zuordnung der Zahlwortfolge mit einer Reihe von Objekten 
durchführen und jedes Objekt mit einem Zahlwort benennen. 

Stufe 2: Ordinalzahlaspekt 
Das Kind in dieser Stufe (Alter 4 bis 5 Jahre) hat den ordinalen Zahlaspekt für 
Mengen mit zumindest fünf Elementen erfasst und somit die Zuordnung der 
Zahlwörter zu einer Reihe von Objekten im Zählprozess. Der kardinale Aspekt wird 
zwar in der Regel für Zahlen bis 4 verstanden, die Kardinalzahlregel wird jedoch 
für Zahlen größer als vier im allgemeinen nicht beachtet. Häufig meinen Kinder, dass 
die Antwort auf die Frage „wie viele?" bedeutet, die gesamte Zahlwortreihe aufzusagen 
und nicht nur ein einzelnes, nämlich das letzte Zahlwort der Reihe. Außerdem wird die 
kardinale Zahlinvarianz nicht beherrscht, d.h., das Kind weiß nicht, dass die 
Elementzahl einer Menge unabhängig von der Reihenfolge der Elemente beim 
Zählvorgang ist. Viele Kinder zählen deshalb die Elemente einer Menge wieder, 
wenn die Anordnung der Elemente geändert wird. 

Stufe 3: Kardinalzahlaspekt 
Das Kind (durchschnittliches Alter 5 Jahre) ist nun im allgemeinen fähig, die 
Kardinalzahlregel in der Regel bis 10 anzuwenden, und es beherrscht auch die 
kardinale Zahlinvarianz, d. h., es erkennt, dass die Anzahl der Elemente einer 
Menge eine feste Eigenschaft der Menge selbst ist. Anzahlen von bis zu 10 Plättchen 
werden nun in den meisten Fällen richtig gezählt. Das Kind beherrscht jedoch nicht 
die Größer-/KIeiner-Relation für Zahlen, d. h., es ist nicht in der Lage festzustellen, 
dass die Zahl 8 größer ist als die Zahl 7. 

Stufe 4: Die Größer-/Kleiner-Relation für Zahlen 
Das Kind (durchschnittliches Alter 6 Jahre) ist fähig, die größere bzw. kleinere 
zweier Zahlen im Zahlenraum bis 10 zu bestimmen. Kinder in dieser Stufe besitzen nun 
ein recht gutes Verständnis des Zählvorgangs und können die Größer-/Kleiner-
Relation für Elementzahlen zweier Mengen zumindest im Zahlenraum bis 10 
anwenden. 



3. Frühe Stadien in der Entwicklung des Zahlbegriffs beim Kind 44 

3.3 Entwicklung des Addierens und Subtrahierens 

3.3.1 Konkretes Verständnis der Drei- bis Fünfjährigen 

Parallel zur Entwicklung des Zahlbegriffs zeigen viele Kinder schon lange vor 
ihrem Schuleintritt ein Teilverständnis für die Addition und Subtraktion. 
Verschiedene Untersuchungen mit Drei- und Vierjährigen weisen auf ein intuitives 
Verständnis der Addition und Subtraktion hinsichtlich der konkreten Handlungen 
des Hinzufügens und Wegnehmens hin. Kinder erkennen, dass diese Operationen 
die Anzahlen der Elemente einer Menge vergrößern bzw. verkleinern und dass die 
Wirkung der einen Operation durch die andere wieder aufgehoben wird. Häufig 
besitzen die Kinder in diesem Alter jedoch nicht die Fähigkeit, das Ergebnis der 
Änderung anzugeben, ohne die Elemente der gesamten Menge erneut zu zählen. 
Dennoch sind viele Drei- bis Fünfjährige in der Lage, einfache Additions- und 
Subtraktionsaufgaben für konkrete Situationen ohne Zählen korrekt zu lösen, vor 
allem, wenn der zweite Summand oder der Subtrahend l oder 2 ist, und zum Teil 
sogar dann, wenn das Material nicht sichtbar ist. Diese Ergebnisse belegen, dass 
gewisse arithmetische Fähigkeiten bei konkreten Sachverhalten sich bereits vor der 
Fähigkeit der kardinalen Zahlinvarianz entwickeln können. 

3.3.2 Zähl- und Rechenstrategien bei den Sechs- bis Achtjährigen 

Mathematische Textaufgaben können sowohl nach ihrer mathematischen als auch 
ihrer semantischen Struktur unterschieden werden, was an drei Beispielen erläutert 
werden soll. 

Beispiel 1: Jens hat 5 blaue und 3 rote Murmeln. 
Wie viele Murmeln hat er insgesamt? 

Beispiel 2: Natalie hat 5 Farbstifte. Sie kauft 3 weitere Farbstifte.  
Wie viele Farbstifte hat sie nun? 

Beispiel 3: Jens hat 5 Perlen. Natalie hat 3 Perlen mehr als Jens.  
Wie viele Perlen hat Natalie? 

Die drei Aufgaben besitzen die gleiche mathematische Struktur, symbolisch 
darstellbar durch 5 + 3 = . Die semantische Struktur ist jedoch verschieden. 
Während es sich in Beispiel l um eine Vereinigung zweier vorliegender 
(vorhandener) Mengen handelt, soll in Beispiel 2 eine Ausgangsmenge durch die 
Hinzunahme weiterer Elemente verändert werden. In Beispiel 3 muss man sich die 
Veränderung einer Menge, die direkt gar nicht angegeben ist, vorstellen. 
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Der Schwierigkeitsgrad einer Textaufgabe hängt sowohl von der mathematischen 
als auch der semantischen Struktur ab. Untersuchungen der Lösungsstrategien bei 
Schülerinnen und Schülern zeigen, dass Aufgaben der Art von Beispiel l und 
Beispiel 2 etwa gleichen Schwierigkeitsgrad besitzen, dass dagegen Aufgaben 
der Art von Beispiel 3 schwieriger sind. 
Zählen und Rechnen bauen bereits auf einem differenzierten Verständnis der 
Zahlen auf. Hierzu gehört die Fähigkeit, sich eine bestimmte Zahl vorstellen 
und in differenzierter Weise betrachten zu können. Als grundlegende Strategie 
werden dabei Zahlzerlegungen verwendet, die spontan aus dem Gedächtnis abge-
rufen oder nur in der Vorstellung durchgeführt werden, wie für die Zahl 5:  3 + 2, 
2 + 3, 4 + l, l + 4 sowie 5 + 0 und 0 + 5. 
Zur Lösung der Additions- und Subtraktionsaufgaben wenden Kinder eine oder 
mehrere Methoden an, die von ihren durch Alter und Umwelt geprägten Fähigkeiten 
und Fertigkeiten, ihrem Wissensstand sowie dem verfügbaren Material abhängen. 
1. Zählstrategien: Die Aufgabe wird durch Zählen oder zählendes Rechnen 

mit oder ohne Verwendung von Material gelöst. 
2. Additions- und Subtraktionsstrategien (Ableitungsstrategien): Die 

Lösung der Aufgabe wird von gelernten Aufgaben abgeleitet, wiederum mit 
oder ohne Verwendung von Material. Z. B. werden bei der Aufgabe 5 + 8 
zuerst die Summanden vertauscht, danach erfolgt der Zehnerübergang durch 
Ergänzen des ersten Summanden zum vollen Zehner: „5 plus 8 ?, 8 plus 2 
ergibt 10, somit 8 plus 5 ergibt 10 mit 3 übrig, also 13" (weiteres vgl. 
Abschnitt 5.2.1). 

3. Verfügbarkeit von Grundaufgaben: Das Ergebnis der Aufgabe ist als 
gelernter Additions- oder Subtraktionssatz aus dem Langzeitgedächtnis abrufbar 
(weiteres vgl. Abschnitt 5.2.3). 

Viele Kinder sind bereits vor Schuleintritt imstande, Additions- und Subtraktions-
aufgaben mit Zahlen bis 9 und einfacher semantischer Struktur zu lösen. Die dabei 
am häufigsten beobachteten Strategien zur Lösung der Aufgaben sind solche mit 
Ausführen der Operation am Material. Obgleich Kinder im Vorschulalter alle drei 
oben genannten Methoden anwenden, werden die Zählstrategien am häufigsten 
benutzt und sollen aus diesem Grund im folgenden ausführlicher behandelt werden. 
Kinder entwickeln verschiedene, häufig recht individuelle Strategien des Zählens 
und des zählenden Rechnens, von denen im Unterricht i. allg. nur die grundlegenden 
behandelt werden wie das Vorwärts- und Rückwärtszählen mit verschiedenen 
Schrittweiten. Dagegen erfahren die Ableitungsstrategien zusammen mit den 
Grundaufgaben der Addition und Subtraktion eine systematische Behandlung in 
Schulbüchern, die in Form spezieller Aufgaben wie Tausch-, Umkehr- und 
Nachbaraufgaben oder Kern- und Merkaufgaben vorgestellt werden. Diese 
Themen werden in Kapitel 5 dargestellt. 
Im folgenden stellen wir einige Zählstrategien anhand von vier Aufgabentypen zur 
Addition und Subtraktion vor. 
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Aufgabenform a + b =  

1. Vollständiges Auszählen der Vereinigungsmenge: Beide Mengen werden durch 
Material oder Finger dargestellt, also etwa durch Hinlegen von zuerst a, dann b 
Steckwürfeln. Die Summe wird durch Abzählen aller gelegten Steckwürfel 
bestimmt. Aufgabe: 5 + 8 =  

 

 

Die Antwort ist 13. 

2. Weiterzählen vom ersten Summanden a aus: Der Abzählvorgang für die Summe 
beginnt beim ersten Summanden a. In der Aufgabe 5 + 8 =  sagt das Kind also: 
„5 -(Pause)- 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13" (begleitet z. B. von 
Fingerzählbewegungen). Die Antwort ist 13. 

3. Weiterzählen vom größeren Summanden aus: Nachdem festgestellt wurde, 
weicher der beiden Summanden der größere ist, beginnt der Abzählvorgang für 
die Summe mit diesem Summanden. Die Aufgabe 5 + 8 =  wird also 
gedanklich durch Anwendung des Kommutativgesetzes in 8 + 5 =  überführt: 
„8 -(Pause)-9, 10, 11, 12, 13." Die Antwort ist 13. 

4. Weiterzählen in größeren Schritten: Der Abzählvorgang für die Summe beginnt 
beim ersten oder größeren Summanden und wird in Zweierschritten durchge-
führt, in der Aufgabe 5 + 8 =  etwa in der Form: „5 -(Pause)-7, 9, 11, 13" oder 
auch mit größeren Schrittweiten wie: „5 -(Pause)- 9, 13." Die Antwort ist 13. 

Aufgabenform a +  = c 

1. Ergänzen von a auf c Elemente: Nachdem a Steckwürfel abgezählt und 
hingelegt wurden, werden weitere Steckwürfel so lange dazugelegt, bis die 
Summe insgesamt c Steckwürfel umfasst. Die Antwort ergibt sich aus der 
gezählten Anzahl der hinzugefügten Steckwürfel. Aufgabe: 5 + =  13 

 

 

Die Antwort ist 8. 
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2. Vorwärtszählen von der Zahl a aus: Der Zählvorgang beginnt bei dem 
Summanden a und wird so lange fortgesetzt, bis die Summe c erreicht ist. Die 
Antwort ist die Anzahl der beim Vorwärtszählen genannten Zahlwörter. In der 
Aufgabe 5 +  = 13 also: „5 - (Pause) - 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13" (begleitet z. B. 
von zählenden Fingerbewegungen), Die Antwort ist 8. 

3. Umkehrbar eindeutiges Zuordnen: Nachdem c Steckwürfel hingelegt wurden, 
werden a Steckwürfel den bereits gelegten, von links beginnend, in umkehrbar 
eindeutiger Weise zugeordnet, Die Anzahl der restlichen, nicht zugeordneten 
Steckwürfel wird durch Abzählen bestimmt. 

 

 

 

Die Antwort ist 8. 

Diese Strategie sowie die beiden unten genannten Strategien des Wegnehmens 
treten auch in der Form auf, dass die fünf Elemente von rechts her zugeordnet 
bzw. weggenommen werden. 

Aufgabenform c - a =  

1. Wegnehmen von a Elementen: Nachdem c Steckwürfel abgezählt und hingelegt 
wurden, werden a Steckwürfel, von links beginnend, entfernt. Die Anzahl der 
restlichen Steckwürfel wird durch Abzählen bestimmt. Aufgabe: 13-5 =  

 

 

 

Die Antwort ist 8. 
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2. Rückwärtszählen um a Schritte: Vom Minuenden c aus wird um a Schritte 
rückwärts gezählt. Die Antwort ist das zuletzt genannte Zahlwort. In der Aufgabe 
13 - 5 =  also: „13 -(Pause)- 12, 11, 10, 9, 8" (begleitet z. B. von 
Fingerzählbewegungen). Die Antwort lautet 8. 

Aufgabenform c -  = a 

1. Wegnehmen bis a Elemente übrig: Nachdem c Steckwürfel hingelegt wurden, 
werden so lange Steckwürfel entfernt, bis die Anzahl der restlichen Steckwürfel 
gleich a ist. Die Antwort ergibt sich aus der gezählten Anzahl der 
weggenommenen Steckwürfel. Aufgabe: 13-  = 5 

 

 

 

Die Antwort ist 8. 

2. Rückwärtszählen bis zur Zahl a: Vom Minuenden c aus wird so lange rückwärts 
gezählt, bis die Zahl a erreicht ist. Die Antwort ist die Anzahl der beim 
Rückwärtszählen genannten Zahlwörter (begleitet z. B. von 
Fingerzählbewegungen). In der Aufgabe 13 -  = 5 also: „13 -(Pause)- 12, 11, 
10, 9, 8, 7, 6, 5." Die Antwort lautet 8. 

Die Strategien zur Lösung mathematischer Probleme werden unter dem Einfluß des 
Unterrichts vor allem in den ersten beiden Schuljahren entscheidend 
weiterentwickelt und verfeinert. Bei den Additionsaufgaben wird die Strategie des 
vollständigen Auszählens der Vereinigungsmenge i. allg. bald durch die Strategie 
des Weiterzählens, abgelöst. Entsprechend ist bei den Subtraktionsaufgaben eine 
Verschiebung von den an Material gebundenen Strategien hin zur reinen 
Zählstrategie des Vorwärtszählens festzustellen. Die beiden Strategien des 
Rückwärtszählens treten aufgrund ihrer größeren Komplexität seltener auf. Parallel 
dazu finden die heuristischen Rechenstrategien und das automatisierte Abrufen 
auswendig gelernter Grundaufgaben immer mehr Anwendung, wobei bei beiden 
Prozessen gleichzeitig ein zunehmendes Loslösen vom operativen Umgang mit 
konkretem Material zu beobachten ist (vgl. Abschnitt 5.2). 
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3.4 Schulbuchbeispiele zum Rechnen im 
Zahlenraum bis 20 

Im folgenden werden Übungen aus verschiedenen Schulbüchern zu wichtigen 
Themen bei der Erarbeitung des Zahlenraums bis 20 gezeigt. Ausführungen zu 
Darstellungsformen der Addition und Subtraktion, zu den Arten der Übungsformen 
sowie zu weiteren methodisch-didaktischen Anregungen finden sich in Kapitel 5. 

1. Darstellung von gleichmächtigen Mengen und von Anzahlen 
Bei der Darstellung von Mengen ist darauf zu achten, dass die gewählten Elemente 
einem einfachen, dem Kind vertrauten Begriff zugeordnet werden können. 
Während beispielsweise Begriffe wie Äpfel, Birnen usw. jedem Kind geläufig sind, 
wird der Oberbegriff Obst von Schulanfängern nicht immer richtig angewendet. 
Mengendarstellungen, bei denen als Elemente einer Menge Äpfel und Birnen 
(Oberbegriff Obst}, Hüte und Mäntel (Oberbegriff Bekleidung) oder Hasen und 
Enten (Oberbegriff Tiere) auftreten, sollten deshalb nur mit Vorbehalt verwendet 
werden. 
Die Gleichmächtigkeit zweier Mengen soll durch Eins-zu-Eins-Zuordnungen 
überprüft werden. Die Schüler lernen die Begriffe hat mehr Elemente als, hat 
weniger Elemente als und hat gleich viel Elemente wie inhaltlich anwenden. 

 
Abb. 18 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.8 

 
Abb. 18 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.9 
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In der folgenden Abbildung werden Bildkarten und Würfelaugen einander passend 
zugeordnet bzw. bei bestehenden Zuordnungen die passenden Würfelaugen gezeichnet. 

 
Abb. 19 aus multi 1/ Mathematik für die Grundschule in Baden-Württemberg, 

Konkordia 1994, S.3 

Unterschiedliche Darstellungen von Anzahlen werden in der nächsten Abbildung 
gezeigt. Den Gegenständen sollen Plättchen oder Striche in der entsprechenden 
Anzahl zugeordnet werden. Die passende Ziffer ist jeweils schon notiert. 

 
Abb.20 aus Das Zahlenbuch, Klett 2000, S.4 
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2. Zahlzerlegungen 
Zahlzerlegungen können sowohl durch das Mengen- als auch durch das 
Längenmodell gut veranschaulicht werden (vgl. auch 5.1). In den Abbildungen 
werden die Zahlzerlegungen in analogischer, schematischer und symbolischer 
Form dargestellt. 

 
Abb. 21 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.20 

 
Abb. 21 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.21
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Das folgende Bild regt dazu an, alle möglichen Zerlegungen der Zahl 5, auch 5 + 0 
und 0 + 5, aufzusuchen. 

 
Abb. 22 aus multi 1/ Mathematik für die Grundschule in Baden-Württemberg, 

Konkordia 1994, S.23 
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Im folgenden können Zerlegungen von zweistelligen Zahlen vollzogen werden, 
ohne dass Zehnerübergang und Stellenwert besonders thematisiert werden. 

 
Abb. 23 aus Das Zahlenbuch, Klett 2000, S.25
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3. Zählen 

Zählübungen können phantasievoll und interessant sein. 
Abb. 24 zeigt Aufgaben zur Bestimmung der Anzahlen von Plättchen, zur Ergänz-
ung der Zahlenreihe von l bis 10 (vorwärts und rückwärts) sowie zum Verbinden 
von Punkten nach der Reihenfolge der angeordneten Zahlen. 

 
Abb. 24 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.37 
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In Abb. 25 werden Zählübungen bis 20 am Zahlenband (Aufgabe1) und am Zahlen-
strahl (Aufgabe 2-4) behandelt: Zweier- und Dreierschritte, verschiedene Anfangs-
punkte, vorwärts und rückwärts. 

 
Abb. 25 aus Mathematik für die Grundschule 1, Verlag Moritz Diesterweg 1990, S.77 

4. Ordnungszahlen 
Eine Sachsituation zur Verwendung der Zahlen als Ordnungszahlen wird als 
Bildgeschichte im folgenden Schulbuchauszug gezeigt. 
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Abb. 26 aus Das Zahlenbuch/Mathematik im 1.Schuljahr, Klett 2001, S.28 

5. Die Relationen größer als und kleiner als 
Ein beliebtes Mittel zur Einführung der Zeichen > und < ist das Krokodil, in dessen 
Maul Steckwürfeltürme unterschiedlicher Längen gestellt werden. 

 
Abb. 27 aus Mathebaum 1/Mathematik für Grundschulen, Schroedel 1994, S.22
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Durch Betrachtung der verschiedenen Höhen der Steckwürfeltürme sowie der 
Anzahlen der dazu verwendeten Würfel erfahren die Schülerinnen und Schüler 
anschaulich, dass z. B. höher als bei den Türmen gleichbedeutend ist mit größer als 
bei den Anzahlen. 

Seltener sind Einführungen durch Verwendung anderer Größen, z. B. wie in Abb. 
28 durch Gewichte, wo über das Messen mit der Balkenwaage Gewichte (oder 
genauer: Massen) miteinander verglichen werden. 
  

 
Abb. 28 aus Denken und Rechnen 1, Baden-Württemberg, Westermann 1994, S.92 

Eine geschickte Anwendung des Zahlenbandes findet man bei der Behandlung von 
Ungleichungen. 

 
Abb. 29 aus Die Welt der Zahl 1, Schroedel 1994, S.65 
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6. Beispiel zur Darstellung der Zahl 0 

Das folgende Schulbuchbeispiel zeigt ein Bild und drei Übungsformen zur Zahl 0. 

 
Abb. 30 aus Mathematik Grundschule 1.Schuljahr, Baden-Württemberg, 

Cornelsen 1994, S.24 

Eine weitere Darstellung der Zahl Null findet sich in Abb. 22. Dort kommt die 0 in 
einer Zerlegung der Zahl 5 vor: 5 = 5 + 0. 
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